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Resumen:
En el campo del agua existe una enorme diversidad de actividades e intereses y, por tanto, de áreas 
de trabajo. Los problemas que se plantean en estas áreas son auténticos problemas de ingeniería y, 
como consecuencia, las ayudas que ciertas técnicas de  Matemática Aplicada pueden prestar son real-
mente importantes. Por un lado, es preciso disponer de herramientas de análisis que permitan realizar 
simulaciones fiables de los distintos modelos que se plantean analizando diversas configuraciones, 
modos de funcionamiento, estados de carga, etc. con los que estudiar instalaciones ya existentes a 
partir de los datos básicos que las caracterizan. Se trata de procesos deterministas cuya plasmación 
matemática es a través de conjuntos acoplados de distintos tipos de ecuaciones, algebraicas, diferen-
ciales ordinarias y en derivadas parciales, típicamente no lineales, para los que se precisan técnicas 
numéricas específicas. Además, dada la incertidumbre a que están sometidos muchos de los datos 
(especialmente en configuraciones ya existentes), resulta, con frecuencia, necesario resolver proble-
mas inversos de gran envergadura, en donde, además, otras técnicas (estadísticas, mínimo cuadráticas, 
etc.) son de gran interés. Por otra parte, se necesita diseñar para realizar configuraciones nuevas. Con 
frecuencia, la ausencia de datos iniciales y la disposición de conjuntos limitados de restricciones de 
tipo diverso (algunas difícilmente objetivables), hacen de los procesos de diseño verdaderos proble-
mas de optimización, en donde los métodos clásicos fracasan con frecuencia y para los que técnicas 
más actuales basadas en redes neuronales, algoritmos genéticos, teoría difusa, teoría del caos, etc. se 
hacen imprescindibles. En este documento se presentan los aspectos matemáticos más importantes 
que se necesitan en algunos de los puntos del ciclo integral del agua haciendo hincapié de manera 
especial en los temas de mayor actualidad.
Palabras clave: Régimen de caudales, parámetros hidrológicos, variabilidad hidrológica, frecuencia y 
ecosistema fluvial.
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INTRODUCCIÓN
Casi la mitad de la población mundial actual 
vive en ciudades y se calcula que para mediados 
del siglo 21 cerca del 90% de los 10 ó 12 mil mi-
llones de habitantes del mundo vivirán en ciuda-
des. El desarrollo urbanístico creciente representa 
una fuente permanente de retos para la gestión de 
muchos recursos, especialmente del agua. 
Las ciudades cambian el ciclo hidrológico de 
manera tal que, frecuentemente, dañan la calidad del 
agua y deterioran el medio ambiente. Es de crucial 
importancia que se minimicen los efectos negativos 
y se tienda hacia una gestión mejorada del agua. 
En la actualidad existe una gran inquietud por la 
búsqueda de mecanismos de suministro de agua 
que sean sostenibles y tengan un coste razonable. 
Por razones de índole distinta, la gestión del agua, 
tanto en los países desarrollados como en el tercer 
mundo, precisa de una gran dosis de innovación.
La tecnología para la gestión del agua en las 
zonas urbanas se ha desarrollado, aunque mucho 
más lentamente que la dedicada a los sistemas de 
suministro y almacenamiento a gran escala, a nivel 
regional. Por ello, el campo de la Hidráulica urba-
na tiene una importante capacidad de proyección 
de futuro y tiene líneas prioritarias importantes en 
Programas de I+D+I. 
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Con el aumento de la demanda urbana de 
agua se imponen nuevas metodologías que persi-
gan la eficiencia en el uso local y distribución del 
agua, considerando como fuentes todas las aguas 
urbanas y persiguiendo la reducción de pérdidas. 
El nuevo ciclo hidrológico deberá incluir de ma-
nera integrada también estas nuevas tecnologías. 
Y todas las componentes del sistema deben ser 
planificadas, diseñadas y gestionadas de manera 
que el suministro sea adecuado y fiable. Pero la 
fiabilidad es un concepto escurridizo con una gran 
componente de subjetividad, difícil de cuantificar 
y aplicar. 
Las tecnologías en la industria del agua 
involucran ya a un gran número de disciplinas: 
mecánica, electricidad, comunicaciones, infor-
mática hard, métodos de control, matemáticas y 
software. El reto de planificar, diseñar y gestionar 
los sistemas de agua urbanos es cada día más di-
fícil conforme se necesitan y aparecen sistemas 
diferentes.
En este artículo se pasa revista a algunas 
de las aportaciones que las matemáticas pueden 
prestar a la Industria del Agua en relación directa 
con la Hidráulica urbana. Las presentaremos bajo 
los apartados: técnicas de modelación, técnicas 
de análisis, técnicas de diseño y nuevas tenden-
cias.
TÉCNICAS DE MODELACIÓN
Un modelo es una abstracción de la realidad. 
Un modelo es un mecanismo que transforma en-
tradas, x, en salidas, y, mediante un conjunto de 
relaciones, que pueden ser ecuaciones algebraicas, 
ecuaciones en diferencias, ecuaciones diferencia-
les ordinarias, ecuaciones en derivadas parciales y 
ecuaciones integrales. Si las entradas se transfor-
man directamente en las salidas, el modelo consta 
de una función de transferencia o, dicho de otra 
manera, la estructura del modelo es una función 
de transferencia. Nos referiremos a este tipo de 
modelos, a veces denominados fenomenológicos, 
empíricos, heurísticos o cajas negras, al considerar 
las nuevas tendencias en el último apartado.
Los modelos clásicos, también denominados 
mecanicistas, físicos, transparentes o cajas blancas, 
aplican ciertas leyes y relaciones naturales que 
encapsulan un determinado fenómeno y precisan 
de ciertas variables de estado que contienen la in-
formación necesaria para definir el sistema y actuar 
como intermediarios entre las entradas y las salidas. 
Las relaciones físicas subyacentes a los modelos 
que consideramos se pueden clasificar en dos 
amplias categorías: las llamadas leyes básicas que 
son, fundamentalmente, leyes de conservación, 
y las denominadas relaciones auxiliares que son 
otras expresiones adicionales. De manera acopla-
da, estos dos conjuntos de leyes físicas y relacio-
nes proporcionan las herramientas para establecer 
los modelos matemáticos.
Modelos en Mecánica de Fluidos
Las leyes de conservación para sistemas que 
implican transporte y reacciones químicas son 
las de masa, energía y cantidad de movimiento. 
La Mecánica de Fluidos descansa fuertemente en 
la ley de conservación de masa (conocida como 
ecuación de continuidad) y en la ley de conserva-
ción de cantidad de movimiento que en su forma 
más general conduce a las conocidas ecuaciones 
de Navier-Stokes.
La aplicación de estas leyes a los sistemas 
o procesos que estudiamos conduce a ecuaciones 
denominadas balances. Así, la ley de conserva-
ción de masa (ecuación de continuidad) conduce 
al balance de masa de una determinada especie; 
por ejemplo un balance de agua. Los balances de 
cantidad de movimiento, obtenidos al aplicar la 
ley de conservación correspondiente, tienen una 
naturaleza dual porque la variación de cantidad 
de movimiento es equivalente a una fuerza. Por lo 
que estos balances se denominan también balan-
ces de fuerza o Ley de Newton.
Establecidos los balances básicos, es ne-
cesario expresar las magnitudes primarias que 
contienen en términos de otras variables de estado 
secundarias adecuadas y de parámetros. Esto se 
hace mediante las llamadas relaciones auxiliares 
o constitutivas que aparecen en las diferentes dis-
ciplinas como termodinámica, cinética, teoría del 
transporte, mecánica de fluidos, etc. Los paráme-
tros contenidos en tales relaciones son determina-
dos, frecuentemente, de manera experimental, en 
los procesos de calibración.
Los datos para un modelo pueden ser de-
terministas, estocásticos y borrosos. Los deter-
ministas se supone se conocen de manera exac-
ta, sin incertidumbres. Por defecto, los datos de 
un modelo se suelen considerar deterministas. 
En general, se puede asumir que las constantes 
son deterministas, pero para las variables de es-
tado y los parámetros tal asunción no es clara. 
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Los datos estocásticos se basan en las teorías del 
análisis de probabilidades. Son datos con alguna 
función de densidad de probabilidad asociada. 
Finalmente, los datos borrosos, aunque también 
se basan en la asunción de un conocimiento im-
preciso, son distintos de los estocásticos. En vez 
de tener una función de densidad de probabilidad 
asociada, se caracterizan por una función de per-
tenencia que expresa el grado en que un elemento 
pertenece a un conjunto. Empezaremos conside-
rando los modelos deterministas, dejando la consi-
deración de la incertidumbre para más adelante.
En gran parte de problemas de Ingeniería Hi-
dráulica se utilizan como variables dependientes 
la presión, p, o la altura piezométrica, H, y la velo-
cidad, V, o el caudal, Q, aunque también la propia 
densidad del fluido, r, puede ser utilizada como 
variable dependiente. De manera absolutamente 
general las variables independientes, que aparecen 
en casi todos los procesos, son el tiempo y las tres 
coordenadas espaciales. 
Las consideraciones espaciales y geométricas 
aparecen al plantearse si el balance se debe llevar a 
cabo sobre un elemento diferencial (infinitesimal), 
lo que da origen a una ecuación diferencial, o si se 
debe extender a todo un dominio finito tal como 
un tanque o una columna líquida entera, en cuyo 
caso se obtienen tanto ecuaciones algebraicas co-
mo diferenciales.
En el primer caso se habla de balance dife-
rencial o microscópico y el modelo resultante se 
denomina a menudo modelo de parámetros distri-
buidos. Tales balances proporcionan, tras resolver 
el problema, soluciones que son distribuciones o 
perfiles de las variables de estado en función del 
espacio (magnitudes estacionarias) o del tiempo 
y el espacio (magnitudes no estacionarias). Así, 
un balance unidimensional sobre un elemento 
diferencial de una tubería proporcionará, una vez 
resuelto el modelo, una distribución de presiones y 
caudales a lo largo de la tubería y en cada instante 
de tiempo.
Cuando el balance se lleva a cabo sobre un 
dominio entero finito, se habla de balance integral 
o macroscópico y los modelos que se obtienen se 
conocen como modelos de parámetros concen-
trados. Las soluciones dadas por estos modelos 
proporcionan habitualmente relaciones globales 
entre la entrada (input) y la salida (ouput) sobre tal 
dominio finito.
Cuando aplicamos las leyes de conservación a 
un volumen infinitesimal, obtenemos las ecuacio-
nes diferenciales básicas del flujo. En un problema 
concreto, las ecuaciones deberán ser integradas 
teniendo en cuenta las condiciones iniciales y de 
contorno que definen correctamente el problema 
concreto. Las soluciones analíticas exactas sólo 
pueden ser halladas en ciertos casos de geometrías 
y/o condiciones de contorno especialmente senci-
llas. En general, la solución se obtiene mediante 
métodos numéricos.
En todo caso, no debe olvidarse que los 
modelos deben ser validados experimentalmen-
te utilizando técnicas de análisis dimensional y 
preparando experimentos que reproduzcan con la 
adecuada fidelidad el problema y que permitan va-
lorar los resultados numéricos adecuadamente.
En lo que sigue trataremos de dar la máxi-
ma generalidad a las ecuaciones que vayamos 
planteando, aunque derivaremos enseguida hacia 
casos de importancia en Ingeniería Hidráulica y, 
de manera especial, hacia los sistemas a presión. 
Fundamentalmente, estaremos interesados en lí-
quidos monofásicos, especialmente agua, que es 
un líquido incompresible (aunque para ciertos pro-
pósitos cierta compresibilidad sí es considerada) 
y viscoso (con los efectos viscosos concentrados 
en un parámetro de fricción en la pared); consi-
deraremos regímenes tanto estacionarios como 
transitorios, y, finalmente, en la mayor parte de los 
casos nos centraremos en flujos unidimensionales. 
Consideraremos, por brevedad, exclusivamente 
balances diferenciales.
Balances diferenciales
Al realizar un balance de masa diferencial 
sobre un volumen de control (VC) diferencial se 
obtiene la denominada ecuación de continuidad 
(forma diferencial):
Como casos especiales se consideran los siguientes.
∑ Flujo estacionario: . La ecuación de 
continuidad se escribe
que es una ecuación no lineal.
∑ Flujo incompresible: r = cte y , 
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por lo que en la ecuación anterior r puede salir de 
la divergencia, y la ecuación es lineal:
Para una partícula fluida elemental la conserva-
ción de la cantidad de movimiento se escribe
donde g = aceleración de la gravedad y s = tensor 
de esfuerzos viscosos. Como casos particulares se 
tienen:
∑ Flujo no viscoso: Ecuación de Euler
∑ Fluido newtoniano: Ecuaciones de Navier-
Stokes. Los esfuerzos viscosos son proporcionales 
a la velocidad de deformación a través del coefi-
ciente de viscosidad, m, lo que permite escribir las 
ecuaciones como
que para fluido incompresible, , se escribe
                                                        .
            
Algunos de estos aspectos pueden encontrarse en [1].
Modelos en flujo a presión
Cuando los balances de masa y de cantidad 
de movimiento se particularizan para flujo a pre-
sión unidimensional, las ecuaciones de continui-
dad y de cantidad de movimiento se escriben [2]
(1)
siendo  el operador derivada total, a = cele-
ridad de las ondas de presión, q = pendiente de 
la tubería, f = factor de fricción y D = diámetro 
de la tubería. Las ecuaciones de continuidad y de 
cantidad de movimiento constituyen un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales que mode-
lan el comportamiento de un fluido compresible 
a presión.
No todos los términos en estas ecuaciones 
tienen la misma relevancia en el campo del agua a 
presión. Al someterlas a un proceso de adimensio-
nalización, utilizando ciertas propiedades físicas 
conocidas y utilizando el hecho de que los tér-
minos convectivos son despreciables frente a los 
demás, se obtienen las ecuaciones que describen el 
comportamiento de los flujos a presión mediante 
el denominado modelo elástico:
(2)
(3)
Si las variaciones de sección y densidad son 
nulas o despreciables, es decir, si tubería y fluido 
son rígidos, se puede probar que no habrá varia-
ción espacial de la velocidad . En tal caso, 
el fluido se desplazará de manera compacta, como 
si se tratase de un sólido rígido. Por el contrario, 
cuando las variaciones temporales de sección y 
densidad son significativas, tubería y fluido ponen 
en evidencia sus propiedades elásticas, todos los 
términos de la ecuación de continuidad son im-
portantes, y la velocidad del fluido puede no ser la 
misma en todos los puntos de la tubería.
Un transitorio hidráulico en el que los efec-
tos elásticos no son relevantes puede ser analizado 
utilizando el llamado modelo rígido u oscilación 
en masa. Por contra, cuando los efectos elásticos 
son relevantes, se debe utilizar la ecuación de 
continuidad completa, y entonces se dice que el 
análisis del transitorio se lleva a cabo mediante el 
modelo elástico o del golpe de ariete.
Para el modelo rígido, la incompresibilidad 
del fluido y la indeformabilidad de la conducción 
hacen que la ecuación de continuidad (2) se escri-
ba así:
(4)
Y, debido a que, como pone de manifiesto (4), V 
no depende de x, la ecuación de movimiento se 
escribe
(5)
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Para una línea de corriente esta ecuación puede ser 
integrada entre dos puntos x
0
 y x:
(6)
Esta ecuación caracteriza al modelo rígido 
y expresa que la energía potencial del fluido en 
forma de altura piezométrica en x
0
 se invierte entre 
x
0
 y x en tres aspectos. Parte es energía potencial 
remanente en el punto x. Y el resto se distribuye 
en: energía cinética que permite acelerar al fluido 
y energía que es disipada por efecto de la fricción.
Alcanzado eventualmente el régimen perma-
nente ya no hay variación temporal de la velocidad, 
el término cinético es nulo y la diferencia total de 
alturas piezométricas se disipa completamente en 
pérdidas. El sistema está en régimen estacionario 
que, de haber caudal circulando por la línea, se 
rige por la ecuación de Darcy-Weisbach
(7)
Los modelos rígido y elástico llevan, - cada 
uno a su manera -, uno de forma más simple pero 
menos real, el otro de forma más compleja pero 
más ceñida a la realidad, la gestión de las ondas, 
pulsos de presión o perturbaciones que viajan por 
un sistema. Pero estas perturbaciones son genera-
das por determinados elementos presentes en el 
sistema y son modificadas (reflejadas, absorbidas, 
amortiguadas, amplificadas, etc.) por otros ele-
mentos. Por ejemplo, los propios conductos con 
la resistencia que ofrecen al paso del fluido amor-
tiguan tales pulsos. Otros elementos, (bombas, 
válvulas, conexiones, orificios de descarga lateral, 
etc.) situados en los extremos de los conductos que 
forman una instalación generan y modifican tales 
perturbaciones. El comportamiento de estos ele-
mentos puede ser modelado por ciertas ecuacio-
nes denominadas condiciones de contorno. Estas 
condiciones de contorno son imprescindibles para 
tener bien definido el análisis de un transitorio 
hidráulico, es decir, para tener un problema bien 
planteado.
En general, la descripción del comportamien-
to de los elementos no es sencilla y se emplean 
modelos de parámetros concentrados o modelos 
basados en el régimen estacionario, junto con al-
gunas simplificaciones, para construir modelacio-
nes aproximadas, pero útiles, de tales elementos. 
Las condiciones de contorno se clasifican en diná-
micas y no dinámicas y éstas en autónomas y no 
autónomas. Un importante número de dispositivos 
se estudia en la literatura especializada (ver, por 
ejemplo, [2]). En [3] se presenta una modelización 
matemática general que permite simular virtual-
mente cualquier combinación de elementos en un 
punto de una instalación.
Las ecuaciones (7), (6) y el sistema (2)-(3) 
representan el comportamiento del fluido en una 
tubería simple en régimen estacionario, transitorio 
rígido y transitorio elástico, respectivamente. Sin 
embargo, la distribución de agua se realiza a tra-
vés de redes de tales tuberías interconectadas entre 
sí. Aunque algunas de tales redes son ramificadas 
(dendríticas), en general, las redes de distribución 
de agua urbana son malladas. Consideramos aquí 
solamente el problema estacionario para redes 
malladas.
Consideremos una red mallada general con 
NP tubos, NJ conexiones (excluyendo los nodos 
de altura fija), NL bucles cerrados y NF nodos de 
altura fija o depósitos. Se puede probar mediante 
teoría de grafos [4] que se verifica la siguiente 
relación:
NP = NJ + NL + (NF-1)
El modelo consiste (ver [5]) en la consideración de
1. El trazado de la red
2. Las demandas en todas las conexiones (Q
1
, 
Q
2
, …, Q
NJ
)
3. Los diámetros y los factores de fricción de 
todos los tubos (D
1
, D
2
, …, D
NP
, y f
 1
, f
 2
, …, 
 f
 NP
, respectivamente)
4. La altura piezométrica en los nodos de altura 
fija
5. Los NP caudales circulantes por los tubos (q
1
, 
q
2
, …, q
NP
)
6. Las NJ alturas piezométricas en las conexio-
nes (H
1
, H
2
, …, H
NJ
)
Las ecuaciones que relacionan a todas estas 
magnitudes son:
a) Las ecuaciones de continuidad
(8)
para todas las conexiones i = 1,…, NJ
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donde q
j
 son los caudales por las NPJ líneas co-
nectadas en el nodo i (los caudales salientes se 
consideran positivos).
b) Las ecuaciones para las pérdidas. Para 
un tubo j entre dos conexiones i y k la pérdida se 
cuantifica mediante una relación del tipo
(9)
donde L
j
 es la longitud del tubo j y h
j
 es una función 
no lineal de q
j
. La relación se toma cuadrática, en 
general. Sin embargo, al considerar que el factor 
de fricción f
j
 depende fuertemente del caudal q
j
 a 
través del número de Reynolds del flujo actual, la 
no linealidad de esta ecuación es más notable.
Las ecuaciones (8) y (9) constituyen un siste-
ma no lineal de NJ + NP ecuaciones. En el análisis 
las incógnitas son, en general, los caudales q
j
 de los 
tubos y las alturas en las conexiones H
i
, considerán-
dose conocidos (de manera determinista, estocástica 
o borrosa) todos los demás elementos. No obstante, 
es cada día más acuciante la necesidad de resolver el 
problema de manera inversa. Las redes están mucho 
tiempo instaladas y, aunque las longitudes no han 
cambiado, los diámetros sí lo han hecho, debido 
a depósitos en el interior de los tubos, y también 
los factores de fricción, debido al envejecimiento 
de los mismos. Para la calibración de un sistema, 
cuyo objetivo es justamente la determinación de los 
diámetros útiles actuales y los factores de fricción 
reales, este sistema debe ser resuelto de manera 
inversa utilizando como datos valores medidos para 
los caudales en algunos tubos y alturas en algunas 
conexiones. Por otra parte las demandas no son co-
nocidas con precisión, son variables con el tiempo 
y dependen de diversas circunstancias como la hora 
del día, la estacionalidad, la meteorología, etc. Ade-
más, en muchos sistemas de distribución de agua 
existen fugas y consumos no localizados que hacen 
el problema todavía más complejo. Como veremos, 
existe en la actualidad un creciente interés en la de-
tección temprana de anomalías y fugas en las redes 
de distribución de agua. Finalmente, en el diseño de 
sistemas nuevos, como también se ve más adelan-
te, algunos o todos los diámetros y longitudes son 
desconocidos, lo que hace del diseño un verdadero 
problema de optimización, al considerar ciertas res-
tricciones funcionales, legales, etc., sobre la red. 
Los fenómenos transitorios en sistemas com-
plejos se modelan utilizando también la ecuación 
de continuidad (8) en las conexiones, pero consi-
derando en cada línea, en vez de la ecuación (9), 
la (6), característica del modelo rígido, si se utiliza 
este modelo, o las ecuaciones (2) y (3) en el caso 
de que el modelo elástico sea necesario. Así, se 
tienen sistemas mixtos algebraico-diferenciales 
para cuya solución se requieren técnicas especia-
les, algunas de las cuales citamos en el apartado 
dedicado a Técnicas de Análisis.
Modelos en drenaje urbano
Los sistemas de drenaje urbanos han tenido 
dos objetivos básicos, mantener la higiene pública 
y evitar inundaciones. Más recientemente, el con-
trol de la contaminación que permita preservar los 
ecosistemas acuáticos se ha incorporado a la lista. 
Los modelos matemáticos como herramientas de 
diseño y operación de estos sistemas incorporan 
estos objetivos. Existen modelos detallados para 
la colección de aguas pluviales y residuales, de 
plantas de tratamiento y cauces receptores que 
describen el funcionamiento de acuerdo a objeti-
vos y necesidades específicos. Actualmente el reto 
consiste en integrar todos estos modelos en un 
modelo global que permita una gestión integrada 
de un sistema de drenaje urbano. Los principios 
básicos son conocidos pero se necesitan mecanis-
mos de ensamblado de los modelos existentes para 
los distintos subsistemas que permitan tal gestión 
global, [6].
La colección de aguas se lleva a cabo a tra-
vés de redes de colectores en los que el comporta-
miento del fluido puede ser modelado por las lla-
madas ecuaciones de Saint Venant, obtenidas, de 
nuevo realizando balances de masa y de cantidad 
de movimiento en canales por donde circula fluido 
en régimen de lámina libre, [7].
(10)
(11)
Aquí d es la profundidad del agua en el canal 
y el término E considera las fuerzas gravitatorias 
y las de fricción.
Estas ecuaciones son muy parecidas a las 
que caracterizan el flujo a presión. Por el contra-
rio, una característica del drenaje es que la direc-
ción del flujo es siempre aguas abajo, por lo que 
los sistemas complejos se modelan, en general,
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mediante estructuras ramificadas. Esto hace que 
los problemas estacionarios sean de solución 
explícita y no involucren sistemas de ecuaciones 
simultáneas como para las redes malladas.
El comportamiento de una planta de trata-
miento depende no solo de procesos biológicos 
sino también físicos. De manera típica las propie-
dades de mezclado se modelan mediante tanques 
en serie realizando balances integrales de masa 
de las sustancias de interés [8]. Esta modelización 
conduce a sistemas de ecuaciones no lineales que 
se plantean utilizando técnicas de transformación, 
convolución de integrales, etc.
La razón de ser de un modelo integrado es la 
evaluación de medidas que mejoren la operación 
del sistema, especialmente la calidad del agua en 
los cauces receptores. Es fundamental caracterizar 
los impactos de los vertidos urbanos, industriales 
o agrícolas en los ecosistemas tanto respecto a 
aspectos biológicos, físicos, higiénicos, estéticos, 
hidráulicos y también en términos temporales: 
episodios agudos, discontinuos, acumulativos, etc. 
De manera típica no es necesario modelar con todo 
detalle la enorme variedad de efectos en un cauce 
receptor sino incidir en los aspectos dominantes. 
Solo los contaminantes y los procesos que tienen 
una significación directa deben ser tenidos en 
consideración. Entre ellos, el consumo de oxígeno 
disuelto (OD) en procesos tales como la descom-
posición de la materia orgánica, la nitrificación y 
la respiración, es de una gran importancia. Aunque 
el OD se recupera mediante reaireación y procesos 
de fotosíntesis, las bajas concentraciones que se 
observan en algunos cauces receptores pueden 
originar serios problemas tanto a la fauna como 
a la flora del entorno. Para un sistema receptor 
unidimensional de caudal uniforme el modelo de 
calidad del OD puede ser formulado mediante una 
variante de la ecuación de deriva-difusión [9]
 (12)
Donde C = C(x,t) representa la concentración de 
OD, K
l
 es el coeficiente de difusión longitudinal, 
r
k
 son constantes estequiométricas, el subíndice k 
refiere a todas las sustancias que consumen OD y 
Tf
C
 representa a las fuentes de OD. Las concen-
traciones de las sustancias que consumen OD, C
k
, 
a su vez, verifican ecuaciones de agotamiento del 
tipo
 (13)
Incertidumbre en los modelos
La incertidumbre es una propiedad inherente 
del modelado. No es realista esperar que el modelo 
funcione perfectamente. La modelación que consi-
dera las incertidumbres proporciona información 
sobre funcionamientos no adecuados del modelo. 
Por ejemplo, sobre la calidad de los datos que no 
es lo suficientemente buena para ser útil, sobre la 
estructura del modelo que es incorrecta, sobre la 
información disponible que no es suficiente para el 
calibrado de todos los parámetros. La incertidum-
bre encapsulada en un modelo es una combinación 
de la incertidumbre en las variables de entrada, 
la incertidumbre en la estructura del modelo y la 
incertidumbre en los parámetros del modelo. Ade-
más, en las simulaciones, existe también incerti-
dumbre en las condiciones iniciales.
El análisis del error de un modelo permite 
reconocer las limitaciones del modelo, lo que 
motiva la evaluación cuantitativa de cotas del 
error, lo que es fundamental en la toma de de-
cisiones correctas. También proporciona infor-
mación y visión del modelo que ayuda a evitar 
interpretaciones incorrectas del modelado y, por 
tanto, permite un  funcionamiento satisfactorio 
del modelo.
La imprecisión de un modelo proviene, como 
ya hemos dicho, de la incertidumbre de los datos 
de entrada, de la deficiente estructura del modelo y 
de los parámetros. Además, en la simulación, tam-
bién la incertidumbre de las condiciones iniciales 
y de contorno tienen su contribución. Así, se hace 
necesario el poder estimar la incertidumbre en los 
resultados dada la magnitud y distribución de los 
errores del modelo. Sin embargo, en muchos casos 
la magnitud y distribución de los errores son des-
conocidas. En tales casos, las cotas o intervalos de 
incertidumbre se determinan frecuentemente por 
la propia experiencia del modelador, mediante va-
lores obtenidos de la literatura y también mediante 
procesos de calibración apoyados en medidas de 
campo. Son necesarias, pues, técnicas de estudio 
de propagación de errores. En la sección dedicada 
al análisis presentamos algunas de las técnicas más 
utilizadas.
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TÉCNICAS DE ANÁLISIS
Hacemos en este apartado un rápido repaso 
sobre las técnicas de análisis más usadas para la 
resolución de los problemas planteados en los mo-
delos descritos en la sección anterior. Empezare-
mos por la consideración del problema estático en 
un sistema de distribución de agua. Luego aborda-
remos los problemas dinámicos. Finalmente, dedi-
caremos un párrafo al análisis de incertidumbre.
Análisis estático de una red de distribución 
de agua
El análisis estático de una red está modelado 
por las ecuaciones (8) y (9) referidas a todas las 
conexiones y a todos los tubos o líneas, [5]. Esto 
constituye un sistema no lineal de NJ + NP ecuacio-
nes, cuyas incógnitas, para el análisis, son las alturas 
piezométricas en las conexiones y los caudales en 
las líneas. El tamaño del problema puede ser reduci-
do mediante alguna de las técnicas siguientes:
a) Las ecuaciones de las mallas. Se conside-
ran las pérdidas, dadas por (9), sobre cada una de 
las NL mallas y se igualan a cero. Por otra parte, 
se escriben NF – 1 ecuaciones de pérdidas entre 
pares de nodos de altura conocidas (depósitos). 
Entre dos de tales nodos las pérdidas se igualan 
a la diferencia de altura entre los mismos. Así, las 
alturas en las conexiones son eliminadas del siste-
ma dejando solo las NJ ecuaciones de continuidad 
y las NL + NF – 1 ecuaciones de las mallas, siendo 
las incógnitas solo los NP caudales que circulan 
por las líneas. Si se dispone de valores iniciales de 
los caudales que satisfagan la continuidad en cada 
conexión, el número de ecuaciones se reduce a NL 
+ NF – 1, denominadas ecuaciones de las mallas, 
cuyas incógnitas son las correcciones Dq
k
 de cada 
malla o ruta entre nodos de altura fija.
b) Ecuaciones de los nodos. Se utilizan las 
ecuaciones (9) para expresar los caudales en tér-
minos de diferencias de alturas. Al sustituir en las 
ecuaciones de continuidad (8) se obtiene un sis-
tema no lineal de NJ ecuaciones con otras tantas 
incógnitas que son las alturas piezométricas en las 
conexiones.
En ambos casos se trata de un sistema no 
lineal de ecuaciones de gran tamaño para redes 
de distribución de agua incluso de pequeñas po-
blaciones en las que hay cientos e incluso miles 
de nodos y líneas. Todas las técnicas involucran 
iteración numérica, como es de suponer.
De entre las técnicas más empleadas citaremos:
i) El método de Hardy-Cross [10]
ii) El método de Newton-Raphson [11]
iii) El método lineal [12]
iv) El método de gradiente conjugado [13]
De manera prácticamente generalizada, en la 
actualidad se utiliza éste último. Es por ejemplo, 
el método que utiliza el paquete SARA (GMF) 
[14] cuya rutina de cálculo es la que implementa 
el programa EPANET [15] de la EPA (Environ-
mental Protection Agengy) estadounidense.
Análisis quasi-estático
El análisis estacionario de redes de distribu-
ción de agua se combina con técnicas de integra-
ción discreta de los caudales que circulan por las 
líneas para realizar estudios del comportamiento de 
una red que evoluciona de manera muy lenta a lo 
largo de un período de tiempo (habitualmente las 24 
horas de un día), teniendo en cuenta las variaciones 
de los consumos. El modelo obtenido se denomina 
quasiestático y su implementación computacional 
simulación en período extendido [2].
Análisis dinámico en instalaciones a presión
Cuando las condiciones son más rápida-
mente cambiantes se debe recurrir a los modelos 
dinámicos inerciales, el modelo rígido o el modelo 
elástico. Estos modelos, como se ha visto, vienen 
caracterizados por conjuntos de ecuaciones dife-
renciales no lineales. Ecuaciones diferenciales 
ordinarias del tipo (6) para el modelo rígido y 
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales del 
tipo (2)-(3) para el modelo elástico, además de las 
ecuaciones de continuidad en las conexiones que 
son algebraicas. Además, son frecuentes los casos 
en que se añaden problemas de fronteras móviles, 
de singularidades, etc. 
Por ejemplo, en tuberías con aire atrapado, el 
comportamiento de las bolsas de aire que se gene-
ran debe ser analizado si se quiere tener una eva-
luación de los riesgos potenciales. El modelo rígido 
proporciona una solución aceptable, [16], [17].
El problema se modela mediante un sistema 
mixto integro-diferencio-algebraico, junto con las 
condiciones iniciales y de contorno que debe ser 
resuelto para encontrar las incógnitas: velocidades 
de las columnas líquidas, ubicación de las interfa-
ses agua-aire y presión de las bolsas de aire.
INGENIERÍA DEL AGUA · VOL. 11 · Nº 2 JUNIO 2004178
J. Izquierdo, R. Pérez, V.S. Fuertes, P.L. Iglesias y P.A. López
INGENIERÍA DEL AGUA · VOL. 11 · Nº 2 JUNIO 2004 179
MATEMÁTICAS PARA LA INDUSTRIA DEL AGUA
Este problema concreto presenta un cierto 
número de dificultades:
∑ Se trata de un problema mixto.
∑ La ecuación de la columna de llenado tiene 
una singularidad en el origen.
∑ Se comprueba que las magnitudes incógnita 
presentan fases de rápida variación junto con 
momentos de variación casi nula. Así que se 
hace imprescindible la utilización de un mé-
todo con paso variable adaptativo.
∑ Finalmente, el número de ecuaciones, cada 
vez que una columna de bloqueo se vacía 
totalmente por el extremo aguas abajo de la 
tubería, se reduce, como se ha indicado, por 
lo que es precisa una gestión especial del sis-
tema de ecuaciones.
Los transitorios hidráulicos en sistemas a 
presión se modelan de manera general mediante el 
denominado modelo elástico [18], [19], [2]. Este 
modelo viene caracterizado en cada tubería por el 
sistema de ecuaciones (1). Este sistema casilineal 
es de tipo hiperbólico, en el sentido de que A(V) 
tiene valores propios reales distintos para cada V. 
En efecto, los valores propios de A(V) valen l = V 
± a, que son reales y distintos, teniendo en cuenta 
que a es al menos dos órdenes de magnitud supe-
rior a V en los sistemas hidráulicos a presión.
De entre los métodos utilizados para resolver 
estas ecuaciones destacaremos:
∑ el método del plan de ondas [20], de fun-
damentación más física, que es la base del 
paquete SURGE, [21].
∑ Diferencias finitas implícitas [22] sin restric-
ciones en cuanto a la estabilidad, por lo que, 
a priori, no hay limitaciones teóricas en la 
elección del paso de discretización temporal, 
lo que resulta atractivo inicialmente, pero que 
por razones prácticas diversas no resulta así 
pues es mucho muy complejo de combinar 
con condiciones de contorno generales que 
aparecen en los sistemas reales. Además, 
produce ciertas soluciones espúreas indesea-
bles.
∑ Métodos de elementos finitos [23], [24]
∑ Métodos de elementos de contorno [25]
∑ Métodos espectrales [26] apropiados para 
casos específicos, fundamentalmente pe-
riódicos, como problemas de resonancia, y 
pseudoespectrales [27], que utilizan puntos 
característicos de los polinomios de Chebys-
hev o Legendre como puntos de colocación y 
transforman el sistema de EDPs en un siste-
ma acoplado de EDOs.
∑ El método de las características (en adelante 
MOC) ([2], [18] y [19]). Es el más popular 
y utilizado de forma casi generalizada. Es el 
utilizado por DYAGATS [28] y ARhIETE 
[29]. Su popularidad reside en el hecho de 
que se ha mostrado superior a los demás en 
varios aspectos. Es sencillo de programar, 
computacionalmente eficiente, pues, con 
ciertas precauciones puede mantenerse siem-
pre explícito y lineal, lo que evita costosas 
manipulaciones matriciales e iteraciones y 
evita los errores de redondeo, permite cap-
turar, mejor que los demás, frentes de ondas 
abruptos, sin suavizarlos o amortiguarlos nu-
mérica o artificialmente como algunos de los 
métodos citados,  e ilustra perfectamente la 
propagación de las ondas, evitando, al poder 
prescindir de interpolaciones innecesarias, 
efectos como la aceleración de las mismas.
Habitualmente se utiliza un esquema de malla 
fija al aplicar el MOC a la resolución de transitorios 
hidráulicos a presión. Elegir el intervalo temporal 
para un sistema complejo es un problema difícil de-
bido a dos restricciones conflictivas entre sí. Por un 
lado, para la simulación adecuada de las condiciones 
de contorno, por ejemplo, para obtener alturas y cau-
dales en conexiones de dos o más tuberías, es nece-
sario que el intervalo temporal sea el mismo en todas 
las líneas. La segunda restricción nace de la propia 
naturaleza del MOC. Tras despreciar los términos 
convectivos en (1) (como se justifica casi en general) 
las ecuaciones (2) y (3) gobiernan el fenómeno. La 
estabilidad del MOC requiere que la razón entre el 
intervalo temporal Dt y el espacial Dx coincida con la 
celeridad en cada tubería. En otras palabras, el núme-
ro de Courant C = aDt/Dx debe ser exactamente igual 
a uno. Para cualquier sistema complejo, con tuberías, 
en general, de longitudes y celeridades con rangos 
amplios, es imposible que el número de Courant 
sea 1 para todas las tuberías y para un Dt (común) 
razonable. Esto es especialmente grave cuando 
existen tramos muy cortos en el sistema, ya que una 
discretización espacial mínima en un tramo corto 
condiciona dramáticamente el número de puntos de 
cálculo que son necesarios para los tramos largos.
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Esto eleva la necesidad de recursos computacio-
nales hasta el extremo de hacer inviable la simu-
lación. Además, muchas condiciones de contorno 
son complejas y, por la razón expresada, sus dife-
rentes elementos no pueden considerarse unidos 
por tramos cortos de tubería.
Ante este reto, los investigadores han de-
sarrollado diversas técnicas específicas que per-
mitan realizar simulaciones razonables y fiables. 
Por un lado, se han diseñado mecanismos para el 
tratamiento eficiente de condiciones de contorno 
complejas ([30], [29]) que permiten modelar 
virtualmente cualquier condición de contorno en 
un sistema de distribución de agua sin utilizar tra-
mos cortos. En este tratamiento generalizado de 
las condiciones de contorno se utilizan multitud 
de técnicas numéricas. Por otro, se ha tratado de 
relajar las restricciones numéricas del modelo. 
Dos estrategias se han utilizado básicamente. De 
un lado, uno de los datos conocidos con mayor 
incertidumbre, la celeridad, se ha ajustado artifi-
cialmente de modo que se satisfaga la condición 
de Courant-Friedrichs-Lewy (C £ 1) . A pesar 
de las libertades que este método se toma con el 
problema físico, esta técnica está ampliamente 
recomendada en la literatura ([18], [19], [2]). La 
segunda opción consiste en permitir que el núme-
ro de Courant sea inferior a la unidad y realizar 
interpolaciones tanto espaciales como temporales. 
Existe una gran cantidad de propuestas de interpo-
lación en la literatura. Interpolación en el espacio, 
[31], en el tiempo [32], mixta [33], esquemas de 
interpolación más complejos [34], utilizando spli-
nes cúbicos [35], otros algoritmos flexibles [36]. 
Se puede probar para muchas de las estrategias de 
interpolación sugeridas que su utilización equiva-
le a la consideración de un sistema de EDPs para 
representar el modelo que sustituye al sistema (1), 
y que se han dado en llamar EHDE (ecuaciones 
en derivadas parciales hiperbólicas equivalentes) 
[37]. De esta forma se ve que cualquier técnica de 
interpolación distorsiona las ecuaciones originales 
introduciendo disipación y dispersión numéricas y 
produce cambios efectivos en la celeridad.
Existen multitud de temas de estudio relaciona-
dos con el análisis de transitorios en sistemas comple-
jos. Un aspecto que conecta de lleno con una de las 
inquietudes de mayor actualidad para la Industria del 
agua es la detección de fugas en una red. Las fugas 
suponen pérdidas económicas, a veces de gran im-
portancia, y pueden ser causantes de daños medioam-
bientales. La detección temprana de una fuga permite 
una acción rápida y puede evitar o minimizar un daño.
De entre las técnicas utilizadas, algunas realmen-
te recientes,  destacamos aquí las basadas en los 
transitorios hidráulicos. Las fugas contribuyen 
a amortiguar los transitorios hidráulicos. Este 
hecho permite la localización e identificación de 
la magnitud de una fuga al expresar la solución 
en serie de Fourier. En efecto, de no haber fuga 
todos los términos de la serie de Fourier se amor-
tiguan de manera uniforme, pero ante una fuga los 
términos son amortiguados de manera distinta, lo 
que permite su localización e cuantificación [38], 
[39]; también la utilización de técnicas basadas 
en métodos de respuesta en frecuencia [40]. Al 
estudiar el transitorio producido, por ejemplo, por 
la maniobra de una válvula por el MOC y analiza-
da la solución en el dominio de la frecuencia, se 
observan, en presencia de fugas, picos de presión 
resonantes que se añaden a la respuesta producida 
por el sistema en el caso de que no haya fuga. El 
análisis de estos picos permite la localización y 
caracterización de la fuga.
Análisis de incertidumbre
Aunque un modelo matemático puede ser to-
talmente preciso, los cálculos realizados se basan 
en datos que contienen una cantidad significativa 
de incertidumbre. Esta incertidumbre tiene una 
influencia decisiva en la precisión con la que se 
calcula. Por lo tanto, es muy importante disponer 
no solo de los datos de caudales y presiones en la 
red en cualquier instante, sino también de alguna 
indicación de su fiabilidad, es decir, del grado de 
incertidumbre de que están afectados. La cuantifi-
cación de la inexactitud de los cálculos realizados 
originada por la incertidumbre de los datos de en-
trada puede llevarse a cabo mediante procedimien-
tos de estimación robusta adecuados, por ejemplo 
mediante análisis de intervalos de confianza, [41]. 
Estas técnicas no permiten la obtención deter-
minista de un único estado estimado, sino que 
calculan conjuntos de estados factibles que corres-
ponden a un cierto nivel de incertidumbre en las 
medidas. Estos conjuntos consisten en una serie 
de cotas superiores e inferiores para las variables 
individuales del sistema y, por tanto, proporcionan 
límites del error potencial de cada variable.
El análisis de intervalos de confianza es un 
proceso de cálculo de cotas de incertidumbre para las 
estimaciones de estados originada en las imprecisio-
nes de los datos de entrada. Básicamente, la cuestión 
es ¿cuál es la fiabilidad del estado estimado x* por un 
modelo sabiendo que el vector de medidas y no es úni-
co sino que puede variar en una región [y-dy, y+dy]?
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Al hablar, por ejemplo, de los consumos en una 
red de distribución de agua esa es la auténtica 
realidad.
Un método para cuantificar la incertidumbre 
de la solución de sistemas no lineales con incer-
tidumbres es el método de Monte Carlo. La idea 
básica que subyace tras este método es la utili-
zación de un estimador de estado determinista, 
repetidamente, para un gran número de vectores 
de medidas elegidos del rango [y-dy, y+dy]. Cada 
estimación de estado calculada se compara con 
los valores máximo y mínimo obtenidos en las 
simulaciones anteriores y se establecen los nue-
vos límites, si procede, de manera adecuada. De 
esta manera, las cotas de error para las variables 
de estado van separándose y tras muchas pruebas 
convergen asintóticamente a sus verdaderos va-
lores.
La utilización de este método podría justifi-
carse mediante el reconocimiento de la no lineali-
dad del modelo para redes de agua. Sin embargo, su 
ineficiencia computacional hace que el método no 
sea apropiado para aplicaciones de control on-line.
En [42] se utiliza una técnica de linealización 
del sistema de ecuaciones que describen la red de 
distribución de agua, que permite, mediante si-
mulaciones realizadas de manera masiva, obtener 
resultados comparables a los del método de Monte 
Carlo pero requiriendo tiempos de computación 
mucho menores.
TÉCNICAS DE DISEÑO
En el diseño de redes de tuberías los proble-
mas se centran en la elección de los diámetros (e 
incluso, posiblemente, el trazado) de un sistema 
interconectado de tuberías de modo que se satisfa-
gan demandas especificadas en los nudos de con-
sumo y niveles de presión mínima [43]. Durante 
las últimas décadas se han dedicado importantes 
esfuerzos al desarrollo de algoritmos y modelos 
de diseño de redes de distribución de agua. Y 
anualmente se realizan importantes inversiones en 
infraestructuras para la distribución de agua. En 
muchos casos, el objetivo primario de los mode-
los ha sido la minimización del coste (inversión y 
operación) de la red [44], [45], [46]. Sin embargo, 
en la práctica, el diseño óptimo de una red de dis-
tribución de agua es un proceso complejo multiob-
jetivo que involucra un delicado equilibrio entre el 
coste de la red y su fiabilidad [47].
El término fiabilidad en una red de distribución 
de agua no tiene un significado claramente definido. 
Se entiende por fiabilidad la capacidad de la red de 
proporcionar un servicio adecuado al consumidor, 
bajo condiciones de operación tanto normales como 
extraordinarias [48]. La adecuabilidad del servicio 
se mide en términos de la cantidad y la calidad del 
agua que el consumidor recibe. La cantidad viene 
especificada en términos de caudales que debe 
poder recibir y presiones mínimas de servicio. La 
calidad queda determinada por las concentraciones 
de desinfectante y/o sustancias dañinas que el agua 
puede transportar. No obstante, el análisis real de 
fiabilidad es un proceso complejo que debe tener 
en cuenta los impactos de un rango de factores que 
incluyen el fallo de componentes, la variabilidad de 
las demandas y  la incertidumbre en la capacidad de 
una tubería para suministrar un servicio requerido.
Una consecuencia directa de esta complejidad 
es la falta de soluciones ampliamente aceptadas 
para el diseño de redes de distribución de agua ba-
sado en la optimización de coste y fiabilidad. Gran 
parte de los modelos de optimización que tratan de 
incorporar la fiabilidad la incorporan a través de 
restricciones en modelos de diseño de coste mínimo 
tradicionales. Además, los modelos eran comple-
tamente deterministas. Es claro que determinadas 
consideraciones probabilísticas, heurísticas, etc., 
deben ser tenidas en cuenta en el tratamiento de la 
fiabilidad, que tengan en cuenta tasas de fallos de 
dispositivos, estadísticas de ocurrencia de grandes 
demandas, por ejemplo ante la aparición de incen-
dios, etc. [49], [50]. La investigación ha sido abun-
dante en el intento de incorporar nuevos conceptos y 
medidas de la fiabilidad y, consecuentemente de de-
sarrollar modelos y formulaciones mejorados [51], 
[52], [47]. Ostfeld y Shamir [53] han desarrollado 
un modelo para el diseño de sistemas de distribución 
de agua multicalidad fiables. Este modelo incluye 
restricciones de fiabilidad que aseguran el suminis-
tro adecuado al consumidor en términos de cantidad 
y calidad. Lo presentaremos aquí brevemente.
Se basa en el principio de descomposición de 
Alperovits y Shamir [44]. Para los caudales en un 
sistema mallado, el diseño óptimo es la solución 
de un problema de programación cuadrática con-
vexa que tiene en cuenta no solo consideraciones 
hidráulicas, sino también de calidad, que puede 
ser separado en dos problemas: uno hidráulico 
y otro de calidad. El hidráulico es un problema 
de programación lineal y el de calidad tiene 
una función objetivo cuadrática convexa sujeta 
a restricciones que son desigualdades lineales.
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El sistema incluye tuberías, bombas, plantas de 
tratamiento, depósitos y consumos. Tiene N tu-
berías, NSO fuentes de suministro (incluyendo 
tratamiento), NNC conexiones interiores, NEI 
tubos interiores (excluyendo los conectados a las 
fuentes) y NB estaciones de bombeo. Se conside-
ran NL mallas y NP caminos. Además existen ND 
diámetros comerciales, por lo que el número de 
segmentos de tubería posibles es NS = ND ¥ N. El 
problema, para las NLO condiciones de carga que 
se consideran (indexadas con k) se escribe matri-
cialmente como
(14)
sujeto a
(15)
(16)
(17)
Describiremos de manera escueta el signifi-
cado de los distintos elementos de este problema. 
Las variables de decisión son las componentes de 
los vectores X
p
 de tamaño NS¥NB¥(NLO+1) (que 
representa a las longitudes de los segmentos can-
didatos, las alturas de las estaciones de bombeo y 
su potencia máxima) y las del vector R de tamaño 
NSO¥(NLO+1) (que representa a coeficientes de 
decaimiento y los coeficientes de decaimiento 
máximos de las plantas de tratamiento). El vec-
tor q varía en el conjunto Q de todos los posibles 
caudales para todas las condiciones de carga po-
sibles y verifican la primera ley de Kirchoff (es 
decir continuidad) en las conexiones. La función 
wc(q) representa el coste de compra del agua 
(cuya expresión omitimos aquí, por brevedad). El 
coste total de tuberías y estaciones de bombeo así, 
como el coste de operación viene representado 
por el vector a
p
(q) de tamaño NS¥NB¥(NLO+1). 
Los coeficientes de costes de capital y operación 
aparecen en la matriz cuadrada diagonal definida 
positiva H(q) de tamaño NSO¥(NLO+1). Esto 
completa la definición de la función objetivo. La 
restricción (15) representa la segunda ley de Kir-
choff (continuidad de energía o ecuaciones de las 
pérdidas), donde la matriz por bloques representa 
la topología de la red mallada incluyendo las esta-
ciones de bombeo y los términos de las pérdidas. 
Las componentes del vector bk representan las pér-
didas totales en rutas entre nodos de altura fija y 
valen cero para las mallas cerradas. La restricción 
(16) considera el conjunto de presiones mínimas 
en conexiones internas seleccionadas (usualmente 
los puntos de consumo). Finalmente, las restric-
ciones (17) representan restricciones de longitu-
des (que hacen que la suma de los segmentos de 
un tramo coincida con su longitud total) y las res-
tricciones de energía de los grupos de bombeo.
Para un problema como el planteado se pue-
den probar los siguientes hechos:
1. La minimización interior es convexa.
2. La función objetivo global es no convexa y 
no diferenciable [54] por lo que son necesa-
rias técnicas de optimización no diferencia-
ble para el problema exterior.
3. La dimensión del problema exterior es mucho 
más pequeña que las del problema interior.
4. Para una distribución de caudales dada, la 
solución del problema interior proporciona 
un mínimo global.
5. El problema interior tiene siempre una solu-
ción factible.
6. La solución final es un mínimo local.
Las técnicas de solución para este tipo de 
problemas no son simples. Para la formulación 
presentada aquí de manera somera la base teóri-
ca y las condiciones matemáticas se pueden ver 
en el Teorema 2.3 de [54]. Las dificultades de la 
solución, así como la enorme dimensión de al-
gunos sistemas de distribución de agua hace que 
tales técnicas no sean eficientes. Es por eso, entre 
otras razones, que recientemente han proliferado 
otro tipo de técnicas de optimización no estándar 
que pasamos a considerar de manera breve a con-
tinuación. A esta proliferación ha contribuido otra 
cuestión que no puede ser dejada de lado: la incer-
tidumbre en algunos de los datos y parámetros del 
sistema.
TENDENCIAS ACTUALES
De entre las técnicas más recientes consi-
deramos aquí brevemente: técnicas estadísticas, 
técnicas borrosas, algoritmos genéticos y redes 
neuronales. Además consideraremos el cambio que 
la consideración e interpretación de datos obtenidos 
de fuentes diversas supone en las técnicas de mode-
lado y de adquisición de conocimiento. Como pue-
de observarse por las aplicaciones a que se dedican,
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son técnicas utilizadas en temas de enorme actua-
lidad, temas considerados como prioritarios por 
las más importantes directivas de la Comunidad 
Europea en el marco del Agua. 
Técnicas estadísticas
De entre los datos y parámetros sujetos a in-
certidumbre y/o que pueden poner en riesgo la fia-
bilidad de un sistema de distribución de agua, las 
demandas en los nudos de consumo, la capacidad 
hidráulica de las tuberías y los fallos mecánicos de 
algunas componentes del sistema, son de particu-
lar importancia. La relación entre la incertidumbre 
en las alturas de los nodos y la incertidumbre en 
las demandas así como los coeficientes de las tu-
berías pueden ser descritos mediante un modelo 
hidráulico probabilístico.  En esencia se trata del 
modelo clásico pero sustituyendo las variables y 
parámetros deterministas por elementos de tipo es-
tadístico, tales como medias, varianzas y probabi-
lidades de distribución, etc. que expresen el grado 
de incertidumbre sobre el verdadero valor de tales 
variables y parámetros. En el caso de un modelo 
probabilístico hidráulico para un sistema de distri-
bución de agua, la información sobre la probabili-
dad de las alturas en los nodos se obtiene de una 
información estadística inicial sobre demanda en 
los nodos de consumo y en ciertos coeficientes de 
las tuberías mediante la solución de un sistema no 
lineal de ecuaciones estocásticas del tipo:
donde F(◊) es una función vectorial que representa 
el balance de masa en cada nodo; X = (X
D
, X
C
)T es 
el vector de variables aleatorias básicas, a saber, 
las demandas nodales probabilísticas X
D
 y valores 
aleatorios de los coeficientes de las tuberías X
C
; H 
es el vector de alturas nodales aleatorias; K = N + 
M el número total de variables aleatorias; y N y M 
el número de nodos con alturas desconocidas y el 
número de tuberías de la red, respectivamente. Pa-
ra un nodo de interés, L, se define H
L
, altura nodal 
aleatoria y F
HL
, la función de probabilidad acumu-
lativa de la altura nodal. Dada una prescripción de 
altura mínima, H
L
min, la probabilidad de fallo en el 
suministro en el nodo, PF
L
, viene dada por
Y se define la fiabilidad en el nodo L mediante
Una solución exacta para PF
L
 requiere la integra-
ción de la integral múltiple
,
donde f
x
(X) es la función de densidad de 
probabilidad conjunta de X. La solución de esta 
integral es muy complicada, en general, ya que tal 
función de densidad de probabilidad conjunta es 
raramente conocida. Se utilizan técnicas diferen-
tes. Por ejemplo, el método de Monte Carlo, que 
resulta inaplicable para redes de tamaño incluso 
pequeño dados los requerimientos computacio-
nales que requiere. Otra técnica es la denominada 
método de primer orden del momento segundo 
del valor medio (MVFOSM) [55] con el que se 
pueden calcular los dos primeros momentos de las 
alturas nodales aleatorias [56]. También la técnica 
denominada método de estimación de puntos [57]. 
Finalmente citaremos el método FORM (método 
de fiabilidad de primer orden) [47].
Técnicas borrosas
Además de las variables deterministas y de 
las estocásticas, en los sistemas de distribución 
de agua también aparecen variables con valores 
imprecisos que la falta de información hace que 
no puedan ser clasificados en las categorías ante-
riores. Uno de los casos más importantes es el va-
lor de los coeficientes de rugosidad tras un cierto 
período de utilización de la red. La complejidad 
del proceso de envejecimiento de las tuberías y la 
dificultad, el coste y el tiempo de realizar medidas 
precisas hacen que sus valores no sean fácilmente 
predecibles. Mientras que los datos deterministas 
son fácilmente incluíbles en los modelos y fór-
mulas, la información imprecisa representa un 
gran problema en el modelado. La utilización de 
valores únicos (medias, por ejemplo; o valores 
máximo y mínimo), aunque supone una forma 
rápida y a veces conveniente de calcular, es a 
menudo simplista y debe ser rectificada con valo-
res de seguridad adecuados. Por otra parte, darle 
artificialmente al problema un carácter estadístico 
atribuyendo de manera subjetiva probabilidades a 
las imprecisiones supone un alto grado de arbitra-
riedad y tiene el riesgo claro de estar inventando 
información de distribuciones inexistentes. Una 
herramienta conceptual adecuada para este tipo 
de datos es la teoría de los conjuntos borrosos o 
difusos [58], [59]. La teoría borrosa es útil en la 
descripción de magnitudes hidráulicas imprecisas. 
Por ejemplo, en las ecuaciones que modelan la dis-
tribución de alturas y caudales en una red, (8)-(9), 
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los coeficientes de rugosidad de las tuberías de los 
que dependen de manera los factores de fricción f
j
, 
se sustituyen  por sus valores difusos definidos por 
sus funciones de pertenencia. Lo mismo se puede 
decir de otras magnitudes imprecisas tales como 
los diámetros y las demandas. Las ecuaciones 
difusas que se obtienen no tienen solución inme-
diata. El problema se agrava en el caso de sistemas 
de distribución de agua por la fuerte relación no 
lineal de la rugosidad, por ejemplo, en el factor de 
fricción y, por tanto, en la ecuación (9). Existen 
diversas aproximaciones a la solución del proble-
ma. Una de ellas consiste en el planteamiento de 
varios sistemas de ecuaciones de intervalos co-
rrespondientes a cortaduras (niveles de pertenen-
cia) elegidas para la variable borrosa [60], [61]. 
Se puede ver que no es suficiente con considerar 
los valores máximo y mínimo para encontrar los 
valores extremos de la solución, ya que éstos son 
una combinación de intervalos de pertenencia 
para distintos parámetros y el problema es no 
lineal. Las dificultades matemáticas descritas 
pueden obviarse mediante la transformación del 
sistema no lineal de intervalos algebraicos en un 
problema no lineal de optimización condiciona-
da [62].
Algoritmos genéticos
El diseño de redes de distribución de agua, 
como hemos visto, es un complejo problema de 
optimización cuya función objetivo (14) está so-
metida a restricciones del tipo (15), (16) y (17). 
Es claramente un problema de optimización no 
lineal debido a las restricciones de conservación 
de la energía. Además, las tuberías se fabrican en 
diámetros discretos, lo que introduce dificultades 
adicionales en la búsqueda del diseño óptimo. La 
solución exacta de este problema NP completo, 
solo puede asegurarse mediante la utilización de 
técnicas de enumeración explícita o implícita, tales 
como la programación dinámica [63]. Sin embargo, 
los problemas de diseño óptimo de redes de tama-
ño real son intratables mediante estas técnicas. Por 
ejemplo, para una red de solo 20 tuberías con 10 
diámetros candidatos el espacio total de soluciones 
se compone de 1020 diseños. Su análisis, aunque 
simple, no puede ser llevado a cabo en un tiempo 
razonable por ningún ordenador. Los algoritmos 
genéticos constituyen una más de las técnicas em-
pleadas en la optimización de redes de distribución 
de agua. Muchas de las técnicas empleadas, enu-
meración parcial, programación lineal y no lineal, 
etc., requieren la introducción de simplificaciones 
importantes para que el problema sea tratable.
Así que los métodos no garantizan mínimos globales 
para el problema original no lineal y discreto. Como 
consecuencia, son necesarias muchas repeticiones 
en la aplicación de los algoritmos para asegurar 
una mejor solución de buena calidad, es decir, casi 
óptima. Durante las dos últimas décadas algunos al-
goritmos que imitan ciertos principios naturales han 
sido utilizados en distintos ámbitos de la ciencia. 
Entre ellos, los algoritmos genéticos, una subclase 
de métodos de búsqueda mediante evolución artifi-
cial basada en la selección natural y en mecanismos 
de genética poblacional denominados programas de 
evolución [64], son los más populares. Esta forma 
de búsqueda evoluciona a través de generaciones, 
mejorando las características de las soluciones 
potenciales mediante mecanismos inspirados en la 
biología. La optimización de redes de distribución 
de agua se ha beneficiado también de esta técnica, 
[65], [66], [67], [68], [69]. Los algoritmos genéticos 
han mostrado en diversos campos su capacidad para 
proporcionar buenas soluciones aproximadas inclu-
so en casos de funciones complicadas multimoda-
les, discontinuas, no diferenciables, etc. [70]. 
Redes neuronales
La aplicación de las redes neuronales al análi-
sis y optimización de sistemas de recursos de agua 
crece de manera rápida. Una red neuronal es un 
modelo inspirado en la estructura del cerebro que 
funciona muy bien con tareas complicadas de reco-
nocimiento de patrones, de compresión de datos, y 
optimización. Aplicaciones específicas de técnicas 
derivadas a problemas de distribución de agua, ya 
consideradas en [71], aparecen cada día con más 
asiduidad. Ver, por ejemplo, [72], [73]. Existen 
distintos tipos de redes neuronales. De entre todos 
describiremos aquí brevemente la red neuronal de 
retropropagación [74]. Esta red es un modelo de 
transferencia, ya que dadas ciertas entradas se limita 
a proporcionar las salidas de acuerdo con el adies-
tramiento a que ha sido sometida. Una red con re-
tropropagación de tres capas tiene una arquitectura 
con sus neuronas o unidades de proceso distribuidas 
en una primera capa denominada de input, una capa 
final denominada de output y otra capa intermedia 
denominada oculta. Cada capa consta de cierto nú-
mero de neuronas que están interconectadas con las 
neuronas de la capa siguiente, mediante conexiones 
caracterizadas por unos ciertos pesos. Las neuronas 
reciben inputs ya sea de los datos de entrada o me-
diante las interconexiones. Los errores de la capa de 
salida determinan medidas de los errores transmiti-
dos por la capa oculta y todos ellos se utilizan para 
ajustar los pesos de las conexiones entre las capas. 
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El ajuste de los pesos entre las capas y el cálculo 
de los nuevos outputs es un proceso iterativo que 
se lleva a cabo hasta que los errores son menores 
que cierta tolerancia. El proceso de aprendizaje se 
lleva a cabo mediante técnicas de optimización no 
lineal basadas en métodos tipo gradiente y gradien-
te conjugado. Determinados parámetros controlan 
la velocidad de aprendizaje al influir sobre las 
magnitudes en las correcciones de los pesos tras 
cada evaluación de los errores. El aprendizaje se 
lleva a cabo mostrando a la red parejas de vectores 
con datos de entrada y las respuestas correctas. Al 
compararlas con las que su estado actual produce 
puede evaluar el error, lo que permite reajustar los 
pesos hasta que el error para los vectores se reduce 
a un valor aceptable.
Citaremos aquí dos ejemplos. El primero 
consiste en una red neuronal que permite el di-
mensionado de calderines de aire comprimido 
como sistemas de protección antiariete en impul-
siones hidráulicas [75]. Se trata de un perceptrón 
de tres capas que toma como datos de entrada las 
variables que definen la impulsión, longitud, diá-
metro, factor de fricción, celeridad y altura de la 
impulsión, junto con los valores máximo y míni-
mo de presiones que se quieren alcanzar a la salida 
del grupo de bombeo. Adiestrada con un conjunto 
de simulaciones realizadas con el programa DYA-
GATS [28], es capaz de proporcionar el volumen 
de calderín necesario para conseguir tales presio-
nes máxima y mínima. El segundo, de carácter 
más complejo vuelve a considerar una red de dis-
tribución de agua y tiene como objetivo la estima-
ción del estado de la misma a partir de las medidas 
que se reciben mediante telecontrol de modo que 
facilite a los operadores de la red la identificación 
de estados anómalos de la misma originados por 
fugas o por posiciones incorrectas de válvulas. 
Se trata de una red neuronal para agrupamiento 
y clasificación, un mecanismo de reconocimiento 
de patrones. Existen enfoques distintos para llevar 
a cabo tal cometido. En [42] utilizamos el basado 
en hipercajas multidimensionales, [76]. Aunque se 
podría utilizar el enfoque basado en los diagramas 
de Voronoi, [77]. De esta manera se desarrolla una 
técnica que es una mezcla entre redes neuronales y 
teoría borrosa o difusa.
Técnicas basadas en gestión de datos
Como en otros campos, los problemas en el 
campo del Agua se resuelven en dos etapas. En 
la primera se intenta describir el comportamien-
to de los elementos que integran el problema de 
manera que sea válida en cada punto del dominio 
y para cada instante de tiempo. El resultado en 
un modelo consistente ya sea en una descripción 
puntual, por ejemplo una ecuación en derivadas 
parciales, o en una descripción en un intervalo o 
ponderada, mediante una ecuación integral. La 
segunda etapa consiste en la transformación de 
tal representación puntual o ponderada en una 
representación distribuida sobre todo el dominio 
y para cada instante de tiempo, como por ejemplo 
se obtiene con la integración de una ecuación en 
derivadas parciales. Las dificultades en la inte-
gración sobre dominios complicados son bien 
conocidas y han conducido al uso generalizado y 
universal de métodos numéricos en los que tanto 
las descripciones puntuales y como las integrales 
se extienden a descripciones espaciales finitas, 
proporcionando así soluciones de cardinalidad 
finita. Sin embargo, los desarrollos más recientes 
en simulación y modelado han puesto en entre-
dicho este paradigma. Actualmente los modelos 
numéricos son cada vez menos actividades aisla-
das y se integran de manera creciente con otras 
actividades como programas de mediciones en 
campo y/o en laboratorio, mecanismos de cap-
tación de datos y procedimientos de calibración. 
Además, tales sistemas integrados se utilizan de 
manera creciente para proporcionar servicios de 
control on-line. Estas necesidades repercuten en 
las especificaciones de capacidad de modelado 
y especialmente en el aspecto de los tiempos de 
respuesta cortos que se requieren de los sistemas. 
En otras palabras, la práctica inveterada del ma-
temático que hace acabar su trabajo cuando las 
ecuaciones han sido establecidas y sus métodos 
de solución desarrollados no tiene ya demasiadas 
perspectivas de futuro y debe estar más cerca de 
la actitud del ingeniero que trata de resolver pro-
blemas del mundo real.
Hoy, ya a principios del siglo 21, estamos ex-
perimentando, además, otro cambio en el proceso 
científico a que estamos acostumbrados. Se trata 
de reconocer que la tecnología de la información se 
emplea cada vez más para asistir al analista humano 
en el proceso de generación de hipótesis y modelos. 
Este análisis asistido por ordenador, habitualmente 
de grandes cantidades de datos multidimensiona-
les es conocido como Minería de Datos para el 
Descubrimiento del Conocimiento (Data Mining 
for Knowledge Discovery) [78]. La MDDC tiene 
como objetivo fundamental facilitar la conversión 
de datos de distintas maneras de modo que pueda 
extraerse una mejor comprensión de los procesos 
físicos, biológicos, etc., que generan tales datos. 
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Estos nuevos modelos, combinados con la com-
prensión ya disponible de los procesos físicos –la 
teoría– proporcionan una mejor comprensión y 
formulaciones novedosas de leyes físicas o de otro 
tipo y proporcionan una capacidad predictiva me-
jorada. Es decir, en la metodología clásica el pro-
ceso se inicia con observaciones experimentales, 
seguidas de generalizaciones (la teoría) y expre-
sadas generalmente en forma de ecuaciones. Así, 
el énfasis se pone en la teoría que precisa como 
paso previo datos consistentes obtenidos mediante 
experimentación u observación. Este proceso de 
descubrimiento conducido por la teoría utiliza 
luego de manera generalizada mecanismos ‘fuer-
tes’ asociados a técnicas matemáticas. El punto de 
vista recíproco, que preconizan las tecnologías de 
minería de datos, toma como punto de partida un 
cuerpo de datos existentes y busca, utilizando mé-
todos ‘débiles’, generalizaciones o una teoría que 
simplemente describa los datos o, mejor aún, que 
los explique. Habitualmente tal teoría toma la for-
ma de una proposición matemática que establece 
las relaciones existentes entre los datos. Se trata de 
un proceso conducido por los datos. Con toda pro-
babilidad el mejor camino debe consistir en una 
combinación óptima de las dos tendencias: proce-
sos ricos en comprensión provenientes de la teoría 
y procesos de descubrimiento emanados de los 
datos. En este sentido, es interesante la construc-
ción de modelos nuevos más o menos automáticos 
a partir de conjuntos de datos que se pueden obte-
ner de modelos numéricos hidráulicos existentes y 
otras medidas de campo disponibles y dirigir los 
esfuerzos relacionados con los programas de me-
dición en la dirección de que sean útiles a este tipo 
de modelos. Los algoritmos genéticos y las redes 
neuronales de las que hemos hablado brevemente 
más arriba son exponentes claros de este tipo de 
tendencia. Y los ejemplos citados en relación con 
las redes neuronales están perfectamente alineados 
con ella. Otro ejemplo puede encontrarse en [79].
CONCLUSIÓN
En esta era de tecnología rápidamente cam-
biante se debería tener más claro que nunca que las 
Matemáticas pueden jugar un papel de relevancia 
incalculable en la Industria. Así que, resulta frus-
trante observar cómo en los últimos años existe 
una tendencia a reducir los contenidos matemá-
ticos en los programas de Ingeniería. Confiamos 
que este trabajo, centrado en la contribución de las 
Matemáticas a la Industria del Agua, contribuya 
de alguna manera a poner de manifiesto una de las 
necesidades importantes de reconocimiento de las 
modernas Matemáticas Industriales: su relevancia 
en los problemas industriales reales. Sin duda, 
contribuirá también a reducir el criticismo mos-
trado por responsables de los denominados De-
partamentos tecnológicos en el sentido de que sí 
existe (y se debe potenciar cada vez más) trabajo 
en Matemáticas dirigido a la práctica profesional 
del ingeniero [80], [81].
En el contexto industrial, los matemáticos 
no pueden limitarse a considerar un conjunto de 
ecuaciones para las que tiene que obtener métodos 
de solución. Por el contrario, se deben enfrentan 
con conjuntos de problemas prácticos que no han 
sido expresados previamente en términos matemá-
ticos. Esta conversión a términos matemáticos es 
un paso difícil si no se ha tenido cierta experiencia 
previa. No cabe duda de que para que la contribu-
ción de las Matemáticas a la Industria sea prove-
chosa, el matemático debe aprender a escuchar a 
los especialistas con otras bases no matemáticas. 
En esta línea, se hace urgente que los contactos y 
colaboraciones multidisciplinares sean potencia-
dos con crecientes interés y recursos. Desde lue-
go, no deben desdeñarse la potencia y la belleza 
del rigor matemático en el desarrollo de métodos 
matemáticos útiles. Sin embargo, sin descender a 
los problemas del mundo real, las matemáticas no 
darán su mejor contribución a la Industria.
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